Entrainement Second Degreé ( . Mahboub juin 2017 )

Exercice 1
On consideére la fonction f définie sur R dont l'image d’un
nombre x est définie par la relation algébrique :
f(x) =42% + 42 -3
1. a. Démontrer que pour tout z€R, on a :
flz) =2z —1)(2z +3)
b. Démontrer que pour tout t€R, on a :

fl@)=(Qz+1)2—4

2. Pour chacune des questions suivantes, utiliser la forme la
plus adaptée :

a. Déterminer les antécédents de 0 par la fonction f.

b. Sachant que le carré d’un nombre est toujours positif
ou nul, établir que la fonction f est minorée par —4.

c. Déterminer le signe de la fonction f sur R.

d. Résoudre l'inéquation : f(z)>5.

Correction 1
1. a. Ona:
(22 —1)(2x + 3) = 42% + 62 — 22 — 3
= 42? +4z -3 = f(x)
b. Ona:
(r+1)2—4=42?+42+1-4
= 42? + 4z - 3= f(x)
2. a. Les antécédents de 0 sont les nombres de I’ensemble
de définition de f dont 'image vaut 0; pour déter-

miner ’ensemble des antécédents de la foncion f, on
résoud I’équation suivante :

flx)=0
2z —1)(2z+3)=0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de
ses facteurs est nul :

2c—1=0 20 +3=0
2x =1 2¢ = -3
1 3
CU—§ x:—§

L’ensemble des antécédents du nombre O est :
s-{3. 1)
L 272

b. Le carré d’un nombre étant positif, on a :

(2z+1)2=0
(2z+1)2—4=—-4
f(a) =4

La fonction f est minorée par -4.

c. Pour étudier le signe de la fonction f, nous allons utili-
ser son expression factoriser ; il est plus facile d’étudier
le signe de son produit :

3 I
T —00 5 5 +00
2z — 1 - — +
2z + 3 — + +
(22—1)(22+3) + - +

d. Résolvons l'inéquation f(z)>=5 :

f

(22 +1)% —

(2z4+1)% -
[(2z+1)+3][(2z+1) -3

2z +4)(2z—2) >
Construisons le tableau de signe de l'expression du
membre de gauche :

S
~—

= o e
A2V VARV

o O O ot L»

Vv

T —00 -2 1 409
2z +4 - + +
20 -2 - - +
(2x+4)(22—2) + - +

L’ensemble des solutions de I'inéquation f(z)>5 est :
S:}foo;fZ]U[l;+oo[

Exercice 2

Déterminer les racines, sous forme simplifiée, des polynémes

suivants :
a. 222 —3x—9 b. 522 -8z +5

c. 202 -8z +8 d. z2+2x—1

Correction 2

a. Le polynéme 222—3x—9 admet pour discriminant :
A=0b%—4dac=(-3)2—4x2x(-9) =9+ 72 =281

On a la simplification suivante : \/Z =+4/81=9

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A
r] = ——— Xro = —————
2-a 2-a
_—(=3)-9 _ —(=3)+9
T 2x2 T 2x2
-6 12
T4 T4
3 =3
T2

b. Le polynéme 5x2—8z+5 admet pour discriminant :
A =b?—4-ac=(-8)% —4x5x5 =64 — 100 = —36

Le discriminant de ce polynéme étant strictement néga-
tif, il n’eadmet aucune racine.

c. Le polynéme 222 —8z+48 admet pour discriminant :
A=0—4ac=(-8)2—-4x2x8=64—64 =0

Le discriminant étant nul, ce polynéme admet une unique
racine dontb la valeur est :

$1:_7:_7:2
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d. Le polynéme 224+2x—1 admet pour discriminant :
A=b—4ac=22—4x1x(-1)=4+4=38
On a la simplification suivante : \/E = \/é = 2\/5

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A

T = To =
2-a 2-a
—2-2\/2 _—2+42V/2
2x1 T oo2x1
_2(-1-V?) _2(-1+V?)

2

2
=—1-42 = —14++/2

Exercice 3

1. Factoriser les expressions suivantes :

a. 222 —3x—2 b. 1222 — 122+ 3

2. Simplifier la fraction rationnelle suivante :
2?2 -z —2
272 — 3z — 2

Correction 3

1. a. Le polynéme 222—3z—2 admet pour discriminant :
A= —4dac=(-3)%—4x2x(-2)=9+16 =25

VA=1\/25=5

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme

admet les deux racines suivantes :

—b— /A —b+ /A

r = —— To =

On a la simplification :

2-a 2-a
_ —(=3) -5 _ —(-3)+5
- 2x2 o 2x2
-2 8
T4 T4
1 =2
T2

Ainsi, ce polynéome admet pour forme factorisée :
1
22~ 30 —2=2[c— (=3)] (e - 2)
1
=2(e+3)(@—2) = (20 +1)(z-2)

b. Le polynéme 122%2—122+3 admet pour discriminant :
A=V —4dac=(-12)? —4x12x3=144—-144=0

Le discriminant étant nul, on en déduit que ce poly-

noéme admet une unique racine :
b —12 1
r=—-——=— = =
2-1 2x12 2
Ainsi, ce polyndme admet la forme ffactorisée sui-

vante :

: 1\2 , 1,2
122 —12x+3:12-(:1c—§) = 3%2 -(:c—é)

1712
= 3.[2x(a—3)| =3(22-1)°
2. Le polynéme du numérateur admet pour discriminant :
A=b—dac=1%—4xIx(-2)=1+8=9
On a la simplification : \/Z = \/§ =3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes :

- /A bt VA
r = ——- Tog = ————
2-a 2-a
_—(-1)-3 (-1 +3
T 2x1 T 2x1
1-3 1+3
= =—=
-2 4
T2 T2
=1 =2

Ce polynéme admet la factorisation suivante :
?—r—2=[z—(-D](x—-2)=(z+1)(z —2)

En utilisant la factorisation obtenue a la question 1. a. ,
on obtient la simplification suivante du quotient :
?—x—-2  (z+1)(xz—-2) x+1

202 -3z -2  (2o+1)(z—2) 2x+1

Exercice 4

On considére la fonction polynome P de degré 3 définie par :
P(z) =323+ 2% -8z +4

1. Déterminer les valeurs de a, b, c tel que :
P(z) = (z +2)(a-a* + bz +¢)

2. En déduire ’ensemble des zéros du polynéme P.

Correction 4
1. Donnons la forme développée et de I’expression suivante :
(z +2)(a-z? + b-w+c)
= (a~x3 + bz + c~x) + (2a'x2 + 2b-x + 20)
= a2+ (b + 2a)-x2 + (c + 2b)-:1c + 2c

En identifiant terme & terme la forme réduite obtenue
précédemment et I’expression de P, on remarque que les
valeurs de a, b, ¢ doivent vérifier la relation suivante :

a=3
b+2a =1
c+2b=-8
2c =4

En résolvant ce systéme, on obtient :
a=3 ; b=-5; ¢=2
Ainsi, on obtient I’égalité suivante :

P(z) = (x +2) (32 — bz + 2)

2. Cherchons les racines du polynome 3x%2—5z+2; ce tri-
noéme a un discrimant valant :

A= —dac=(—5)? —4x3x2=25—-24=1

Ainsi, il admet les deux racines suivantes :

_ —b-VA _ —b+VA

T = B) To = B)
a a

_5-1 5+1

6 6

4 =1

6

2

3
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Il est maintenant possible d’exprimer P(z) sous forme
d’un produit de facteurs du premier degré :

P(x):(m+2)<x—§)(x—l)

En utilisant la propriété “ Un produit est nul, si et seule-
ment si, au moins un de ses facteurs est nul’, on obtient
I’ensemble des zéros du polynéme P :

Exercice 5

Dans le plan muni d’un repére (O;I ; J), on considére les
courbes € et €, représentatives des fonctions f et g définies
par :

1
f(z):x2+§'x71 ; g(x):f§~x2+x+1

2
\ [
NG
\ i /
g N AT T T NGl
\ / / \
-7 5] - - U / 4
[ f \
/ J \

On répondra algébriquement aux questions ci-dessous :
1. Déterminer les zéros des fonctions f et g.

2. Déterminer, algébriquement, la position relative des
courbes ¢y et .

Correction 5

1. a. Déterminons les zéros de la fonction f. L'image d’un
nombre x par la fonction f est définie par le polynéme

du second degré dont le discriminant a pour valeur :

3\2 9 25
— 02 —dge=(2) — 1) =2 =
A=0v*—4ac <2) 4x1x(—1) +4

2
On a la simplification : \/K = \/? = g

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux
racines suivantes :

—b—+/A —b+ /A
r=—— To = ———
2-a 2-a
3.5 3,5
_ 2 2 _ 22
2x1 2x1
_8 2
-2 -2
2
_ —4 _ 1
=3 =
= -2

b. Déterminons les zéros de la fonction f. L’image d'un
nombre x par la fonction g a pour discriminant :

1
A:b2—4-a-c:12—4x(—§)x1:1+2:3

Le discriminant étant strictement positif, cette fonc-
tion admet les deux zéros suivant :

S:{fQ;g;l}
—b+ VA
TL= Tp=

_-1+4/3

—1 —1
=1+/3 —1-/3

Pour étudier la position relative des courbes €% et %,
nous sommes emmenés a étudier la différence f—g.

On a les manipulations algébriques suivantes :
3 1
f(x) = g(x) =$2+§-x—1— (—§~x2+x+1)

3 1
=a?+-aw—-1+-a?—z—1

2 2
1
= %-xZ + 51: -2
Ce polyndéme du second degré a pour discriminant :
1\2 3 1 49
— B2 —4.q0-c = e — —_ — = — = —
A=b —dac (2) xox(-9) = +12= 7

/49 7
On a la simplification : \/E =V =3

Le discriminant étant positive, on a les deux racines sui-

vantes :
b— /A b+ VA
r=— T9g = ————
2-a 2-a
R R
__2 2 __2 2
2><§ 2><§
2 2
_8 6
=2 —2
3 3
_ 4 =1
3

Le coefficient du terme du second degré du polyndéme dé-
finisant la différence f—g étant positif, on a le tableau
de signe suivant :

T —00 —— 1 +00
f(z) — g(z)

On en déduit les positions relatives des courbes € et
Gy :

+ - +

4} ¢
——| e
3

[1 ;00 [, la courbe & se situe au dessus de la courbe

%,.

® Sur chacun des deux intervalles }—oo;

4
® Sur l'intervalle [_5 ; 1], la courbe % se situe en des-

sous de la courbe %j.

Exercice 6

On considére la fonction f dont 'image d’un nombre réel z
est donnée par la relation :

1.

T+ 2

f(x)::c2+2x73

Résoudre l'inéquation :  f(x) >0
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2. Parmi les quatre courbes ci-dessous, une seule est la
courbe représentative de la fonction f. Laquelle ?

S >
2 2
1 1 1

) 271? 1 2 3 4 374737271{) 1
2 2 %,
e >
2 2
1 4 1 Cy

T
]
w

2T 1 2 3 4 | p—T 3 -2 1 2 3 4 !

Correction 6

1. La fonction f est définie par un quotient dont le dénomi-
nateur est défini par un polyndéme du second degré dont
le discriminant a pour valeur :

A=0b?—4ac=2%—4x1x(-3)=4+12=16

On a la simplification : \/E =+16=14

Ce discriminant étant strictement positif, le dénomina-

teur s’annule pour les deux valeurs suivantes :

—b—+/A —b+ /A
r=——— Ty = —(——
2-a 2-a
_—2-4 _ —2+4
T oo2x1 T o2x1
_ =6 _2
) )

Le coefficient du terme du second degré étant stricte-
ment positif, on obtient le signe du dénominateur. Voici
le tableau de signe de la fonction f :

T —00 -3 —2 1 +00
T+2 — — +
22422 -3 + — —
T+ 2 +
2+ 22 —3

Ainsi, 'ensemble des solutions de cette inéquation est :
S:]—S;—2]U]1;+OO[

La seule courbe vérifiant le tableau de signe de la ques-
tion précédente est la courbe %3 : ainsi, la fonction f
admet pour courbe représentative la courbe %3.

Exercice 7

On considére les fonctions f et g définies sur R définies par
les relations :

f@)y=224+z+1 ; g(x)=-222-32+5
1. Etablir le tableau de variation de chacune de ces fonc-
tions.

2. Etablir le tableau de signe de chacune de ces fonctions.

Correction 7

1. a. Dressons le tableau de variation de la fonction f :

Le coefficient du terme de degré 2 est positif; la fonc-
tion est décroissante puis croissante.

Son minimun est atteint en ~%a = —3 et vaut :
a

I(4)= (B (Do-i-341-3

On obtient le tableau de variation suivant :

x _ _1
3 +00
+ o)
Variation
de
f 3
4

b. Dressons le tableau de variation de la fonction g :

Le coeflicient du terme de second degré est négatif; la
fonction est croissante puis décroissante.

Son maximum est atteint pour la valeur :
-3 3

20 2x(-2) 4
et a pour valeur :
A PP —dac (=3 —4x(=2)x5 49

S da -8 8 T8
Voici le tableau de variation de la fonction g :

+0o0

8
\
8
\
N

49
8
Variation
de f
— o0

Pour étudier le signe de chacune de ces polynémes du
second degré, nous devons chercher les racines de chacun
d’eux afin d’obtenir la forme factorisée de chacune de ces
expressions :

a. Etudions le signe de I'expression f :
Cherchons le signe du discriminant de z2+z+1 :
A=b%—4ac=1% —4x1x =-3 <0
Le discrimiant est négatif; ce polynéme du second de-
gré n’admet aucune racine. Son coefficient du terme
de degré 2 étant positif, on obtient le tableau de signe
suivant :

x —00 —+00

f@) +

b. Pour dresser le tableau de signe, étudions les racines

de —22%2—3x+5. Voici le discriminant de cette expres-
sion :

A =0b? —4ac=(—3)? —4x(=2)x5 =49 > 0
On a la simplification : \/Z = \/Z =7
Le discrimant de ce polynome est positif : la fonction
g admet deux racines :

_—b—/A _—b—y/A
r = ——— XrTo — —————
2a 2a
37 347
4 4
=1 5
2

Le coefficient du terme de second degré étant stricte-
ment positif ; on en déduit que la fonction g est positive
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pour des valeurs de x comprises entre les deux racines :

s | - b o+ 0 -

Exercice 8

On considére la figure ci-dessous :

T em ]
D \\ ‘K C
W\
J
ot
Q
3
L
A\
A I W B

7ecm

Quel doit-étre la valeur de = pour que la figure grisée ait une
aire de 25 cm??

Correction 8

Déterminons les aires des quatres triangles formés “aux angles
du rectangle” :

xx(b—z) (T—z)xxz xx(b—x) zx(7T—1x)

2 + 2 * 2 + 2 )
=35 — [zx(5—x) + (T—z)xz| = 35 — (br—ar?+Tz—2?)
=35— (—2x2 + 12x) =222 — 122 + 35

A:7><5—(

Pour que I'aire de la partie grisée soit de 25cm?, il faut que
la valeur z vérifie I’égalité :
222 — 120 435 =25

222 — 120 +35—-25=0
222 — 120 4+10=0
Ce polynome a pour discriminant :

A =0b%—4dac=(—12)% — 4x2x10 = 144 — 80 = 64

VA =1/64=38

Le discriminant étant strictement positif, cette équation ad-
met les deux racines suivantes :

On a la simplification :

—b— /A —b+ /A
r=——— To = —(——
2a 2a
—(-12) -8  —(-12)+38
o 2%x2 - 2x2
_4 _20
T4 T4
=1 =5

Ainsi, la partie grisée a une surface de mesure 25 cm? lorsque

xx (5 — )
® Apgr = s la valeur de z vaut 5 ou 1.
Voici les représentations de ces deux cas :
o A (7T—z)xz
TX(b—x
® AIJB _ ( ) J
2
o 4_ X (7—1)
2 L
Le rectangle ABC'D ayant pour dimensions 7 cm et 5c¢m, on 4 B 4 T 4
en déduit que la partie hachurée a pour aire :
Exercice 9 Aurpn = MBXxBN _ (6 —z)xx

Dans cet exercice, toute trace de recherche méme in-
compléte, ou d’initiative méme non fructueuse, sera
prise en compte dans 1’évaluation.

On considére un rectangle Ae—" oM B
ABCD dont les dimensions
sont données ci-dessous : 8
AB=6m ; AD=4m.

Pour un nombre réel x compris N
entre 0 et 4, on place les points
M et N respectivement sur les

D C

cotés [AB] et [BC] tels que : AM=xz ; BN=x
Déterminer la ou les valeurs possibles de x pour que l'aire du

1
triangle M BN soit égales a 5 de l’aire totale du rectangle
ABCD.

Correction 9

On a les mesures suivantes : BM=6—x ; BN=x

Ainsi, I'aire du triangle M BN a pour expression en fonction
de z :

2 2

Le rectangle ABCD a pour longueur et largeur, respective-
ment les valeurs 6 m et 4m. Ainsi, son aire a pour mesure :
Aapcp = Lx{ =6x4 = 247m2

Pour que laire du triangle M BN représente le sixiéme de ce-
lui du rectangle, la valeur de x doit vérifier I’égalité suivante :

1
Aympen = ZxAaBep

6
(6 —x)xx 1><

=-x24
2 6
(G—m)xx:4
2
(6 —z)xx =28

6r — 22 -8=0
—22+62—-8=0
Le polynéme du second degré du membre de gauche admet

pour discriminant :

A=b —dac=06>—4x(—1)x(—8) =36—32=4

VA=\4=2
Le discriminant étant strictement positif, on en déduit que
http://chingatome.fr )HEx

On a la simplification :
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cette équation admet les deux solutions suivnates : Ainsi, le triangle aura une aire d’un sixiéme celle du rectangle
—b— \/Z —b+ \/Z lorsque la longueur BN réalisera l'une des conditions sui-
=T T2 =775, vantes :
—6—2 —64+2 BN=2m ou BN=4m
" 2x(—1) ~2x(—1)
-8 4
=2 =2
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